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RESUMEN
En este trabajo se aborda el estudio del proceso de bio-
sorción para la eliminación de cobre presente en aguas 
residuales utilizando corteza de pino como biosorbente. 
Se presentan los resultados de ensayos de biosorción pla-
nificados, implementando un diseño factorial de experi-
mentos para la obtención de la información necesaria para 
el desarrollo de un modelo matemático (un modelo polino-
mial de segundo orden) que represente la influencia de las 
principales variables del proceso (caudal de alimentación, 
concentración inicial de metal y altura de lecho). El modelo 
ha optimizado de forma aceptable la biosorción de cobre 
utilizado corteza de pino en una columna de lecho fijo. Los 
resultados mostraron altos coeficientes de regresión (R2 
= 95,66% y R2 = 95,03% para el porcentaje retenido y la 
capacidad de biosorción de cobre, respectivamente) y ba-
jos valores de las desviaciones estándar, lo que indica un 
buen ajuste de los datos experimentales. A continuación, 
se han obtenido las correspondientes curvas de ruptura 
y se han utilizado diferentes modelos matemáticos (mo-
delo de Adams-Bohart, modelo de Thomas, modelo de 
Yoon-Nelson y modelo de Dosis-Respuesta) para prede-
cir el comportamiento dinámico de la columna y obtener 
los parámetros cinéticos correspondientes. El modelo de 
Dosis-Respuesta es el que mejor reproduce la curva de 
ruptura, aunque existen diferencias entre los valores en-
contrados para la capacidad de retención y los obtenidos 
experimentalmente.
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SUMMARY
This paper focuses on the study of the biosorption pro-
cess for removal of copper present in wastewater using 
pine bark as biosorbent. The results of biosorption tests 
planned are presented, implementing a factorial design 
of experiments for obtaining the information necessary 
to develop a mathematical model (a second order poly-
nomial model) representing the influence of main process 
variables (flow rate, initial metal concentration and bed 
height). The model has optimized acceptably the biosorp-
tion of copper used pine bark in a fixed bed column. The 
results showed high regression coefficients (R2 = 95.66% 
and R2 = 95.03% for the retained percentage and copper 
biosorption capacity, respectively) and low values  of stan-
dard deviations, indicating a good fit of experimental data. 
Then, the corresponding breakthrough curves have been 
obtained and several mathematical models (Adams-Bo-
hart model, Thomas model, Dose-Response model) have 
been used to predict the dynamic behavior of the column 
and to obtain the corresponding kinetic parameters. The 
Dose-Response model is the one that best reproduced 
the breakthrough curve, although the values  found for the 
retention capacity not coincide with those obtained expe-
rimentally.
Keywords: Biosorption, heavy metals, agricultural waste, 
pine bark
RESUM
En aquest treball s’aborda l’estudi del procés de biosor-
ció per a l’eliminació de coure present en aigües residuals 
utilitzant escorça de pi com biosorbent. Es presenten els 
resultats d’assaigs de biosorció planificats, implemen-
tant un disseny factorial d’experiments per obtenir la in-
formació necessària per al desenvolupament d’un model 
matemàtic (un model polinomial de segon ordre) que re-
presenti l’influència de les principals variables del procés 
(cabal d’alimentació, concentració inicial de metall i alçada 
de llit). El model ha optimitzat de manera acceptable la 
biosorció de coure utilitzant escorça de pi en una colum-
na de llit fix. Els resultats van mostrar alts coeficients de 
regressió (R2 = 95,66% i R2 = 95,03% per al percentat-
ge retingut i la capacitat de biosorció de coure, respec-
tivament) i baixos valors de les desviacions estàndard, 
el que indica un bon ajust de les dades experimentals. A 
continuació, s’han obtingut les corresponents corbes de 
trencament i s’han utilitzat diferents models matemàtics 
(model d’Adams-Bohart, model de Thomas, model de 
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Yoon-Nelson i model de Dosi-Resposta) per predir el com-
portament dinàmic de la columna i obtenir els paràmetres 
cinètics corresponents. El model de Dosi-Resposta és 
el que millor reprodueix la corba de trencament, encara 
que existeixen diferències entre els valors trobats per la 
capacitat de retenció i els obtinguts experimentalment. 
Paraules clau: Biosorció, metalls pesants, residus vege-
tals, escorça de pi
1. INTRODUCCIÓN
Los avances en la ciencia y la tecnología desde la revolu-
ción industrial, han aumentado la capacidad del ser huma-
no para explotar los recursos naturales. Sin embargo, esto 
ha generado perturbaciones en los ciclos biogeoquímicos 
elementales (1). El desarrollo de diferentes actividades hu-
manas, principalmente la industrial, ha provocado un au-
mento de las emisiones de sustancias, muchas de ellas 
contaminantes. Esta introducción de nuevas sustancias al 
medio puede dificultar la capacidad de autolimpieza de 
los ecosistemas receptores y por lo tanto dar como resul-
tado la acumulación de contaminantes a niveles proble-
máticos y perjudiciales. Por tanto, se hace necesario ace-
lerar la eliminación de los contaminantes para remediar los 
problemas existentes y disminuir el impacto de incidentes 
futuros mediante el control de las emisiones producidas. 
Unos de los contaminantes más perjudiciales son los me-
tales pesados, debido a su alta toxicidad. Las principales 
fuentes de contaminación ambiental con metales pesados 
son los residuos procedentes de los vertidos industriales y 
de las actividades mineras y agrícolas. Dentro de los me-
tales pesados se encuentra el cobre, que es ampliamente 
usado en la industria (fabricación de cables, hilos conduc-
tores, bobinas de motores, baterías, manufactura de dife-
rentes aleaciones, etc) debido a sus buenas propiedades 
físicas y mecánicas (conductividad eléctrica y térmica, 
resistencia a la corrosión, etc.). Aunque en cantidades de 
trazas es esencial para los seres vivos, a concentraciones 
mayores es muy perjudicial, tanto para las personas como 
para el medio ambiente.
Los métodos convencionales para el tratamiento de 
efluentes con metales pesados que incluyen precipitación, 
oxidación, reducción, intercambio iónico, filtración, trata-
miento electroquímico y tecnologías de membrana, resul-
tan, en algunos casos, costosos e ineficaces especial-
mente cuando la concentración de metales es muy baja 
(2,3) La biosorción es una tecnología alternativa para retirar 
metales pesados de soluciones acuosas, basada en la 
propiedad que cierta clase de biomasa inactiva posee de 
acumular este tipo de contaminantes por diferentes tipos 
de mecanismos tales como la adsorción física, la comple-
jación y el intercambio iónico. Entre los biosorbentes más 
comúnmente utilizados están los residuos vegetales que, 
entre las ventajas que ofrecen, cabe destacar su disponi-
bilidad y bajo coste.
En este trabajo, se va a analizar el proceso de biosor-
ción de cobre en continuo (columna de relleno), utilizan-
do como biosorbente corteza de pino, un residuo forestal 
muy abundante en Andalucía y de bajo coste. Los objeti-
vos han sido analizar y optimizar las principales variables 
de operación, como la altura de relleno, el caudal de ali-
mentación y la concentración inicial de metal, y descri-
bir del funcionamiento de la columna, para lo que se han 
aplicado varios modelos, determinándose los parámetros 
correspondientes que definen el comportamiento del pro-
ceso de biosorción.
2. MATERIALES Y MÉTODOS
2.1. Biosorbente
Como biosorbente se ha utilizado corteza de pino que ha 
sido suministrada por la empresa Carsan Biocombusti-
bles S.L., situada en Granada (España). El sólido, con un 
contenido en humedad inferior al 5%, se ha molido en un 
molino de martillos (IKA MF-10) y se ha clasificado por ta-
maños utilizando una tamizadora de alta vibración dotada 
de un juego de tamices de los tamaños deseados, selec-
cionándose para los experimentos a realizar las fracciones 
con diámetro de partícula inferiores a 1 mm.
2.2. Preparación de las disoluciones de Cu(II) 
Las disoluciones de Cu2+ fueron preparadas usan-
do Cu(NO3)2·3H2O. Se preparó una disolución madre 
(500 mg/L) de Cu2+ mediante la dilución de la cantidad 
necesaria de Cu(NO3)2·3H2O en agua destilada. A partir de 
ella se prepararon el resto de las disoluciones empleadas 
en cada caso. 
2.3. Método experimental y condiciones de operación
Para el estudio de biosorción en continuo, se ha diseñado 
una instalación con un tanque de 10 L de capacidad, una 
bomba peristáltica, una columna de relleno encamisada 
de 23 cm de altura y 1,5 cm de diámetro interno, un baño 
termostatizado y un pH-metro. 
Los experimentos se han realizado introduciendo en el 
tanque el volumen necesario de disolución previamente 
preparada y a la que se le ha ajustado el pH al valor de-
seado. Posteriormente, la columna se rellena con una can-
tidad de biosorbente determinada y se pone en marcha el 
baño termostatizado. Por medio de la bomba peristáltica 
se fija el caudal de alimentación y se introduce la disolu-
ción en la columna en sentido ascendente. Las muestras 
se recogen por la parte superior de la columna, se centri-
fugan y se filtran para eliminar el sólido que pudieran ha-
ber arrastrado y se analizan mediante espectrofotometría 
de absorción atómica para determinar la concentración de 
metal y por tanto, obtener el porcentaje del mismo que ha 
sido retirado por el biosorbente.
2.4. Aplicación del diseño experimental a la optimiza-
ción del proceso de biosorción de cobre en columna 
de lecho fijo
Para la optimización del proceso de biosorción en colum-
na de lecho fijo se han aplicado las técnicas de diseño de 
experimentos a fin de determinar la combinación de los 
parámetros operacionales que dan un valor de respues-
ta óptima. Una de estas estrategias es el diseño factorial 
completo 2k. En este trabajo, se ha utilizado un diseño fac-
torial 23. 
Basándose en la experiencia previa y la bibliografía (4-10) se 
han seleccionado los factores que interesa estudiar y el 
dominio experimental. Se puede considerar un diseño en 
el que se presentan tres factores y se realizan dos obser-
vaciones por cada tratamiento. La Tabla 1 muestra los tres 
factores escogidos y su dominio experimental. La Tabla 1 
también muestra la notación codificada más habitual para 
AfinidAd LXiX, 559, Julio - Septiembre 2012 177
factores continuos: se asigna el valor –1 al extremo inferior 
del dominio experimental y el valor +1 al extremo superior. 
Existen otros factores no reseñados en el estudio que po-
drían influir y podrían ser objeto de investigación: tempe-
ratura, pH, etc. Para su control se intenta que sean cons-
tantes y se verifican antes de empezar el ensayo y durante 
el mismo, para comprobar que están en los valores apro-
bados.
Tabla 1: Factores y dominio experimental.
Factores
Dominio experimental
Nivel (-1) Nivel (+1)
X1: Caudal de alimentación , mL/min 2 6
X2: Concentración inicial de metal, mg/L 40 100
X3: Altura del lecho, cm 4,4 14,3
El orden de realización de los experimentos es aleatorio 
(es decir no se repiten los ensayos consecutivamente) a 
fin de minimizar el sesgo en los resultados y proporcionar 
seguridad contra los efectos de las variables ocultas.
En cuanto las respuestas a optimizar, se han seleccionado 
dos: el porcentaje retenido de cobre (% R) y la capacidad 
de biosorción de cobre (qe, mg/g).
2.5. Modelización del proceso de biosorción de cobre 
en columna de lecho fijo
El funcionamiento de las columnas de lecho fijo se descri-
be mediante el concepto de curva de ruptura. El tiempo 
de operación y la forma de la curva son características 
muy importantes para determinar la respuesta de una co-
lumna de biosorción. La curva de ruptura muestra el com-
portamiento de una columna de lecho fijo desde el punto 
de vista de la cantidad de metal que es posible retener 
y, usualmente, es expresada en términos de una concen-
tración normalizada definida como el cociente entre las 
concentraciones de metal en el líquido a la salida y a la 
entrada de la columna (C/Ci), en función del tiempo o del 
volumen de efluente, para una altura de lecho fija.
Los parámetros de funcionamiento de la columna se ob-
tienen mediante las siguientes ecuaciones:
• Volumen de efluente:
    (1)
• Cantidad total de metal retenido (El área bajo la curva 
de ruptura, entre los límites apropiados): 
    (2)
• Cantidad total de metal que pasa a través de la co-
lumna: 
    (3)
• Porcentaje total de metal retenido (% R):
    (4)
• Capacidad de biosorción:
    (5)
• Concentración de equilibrio:
    (6)
Donde: Vef es el volumen de efluente (mL), ttotal es el tiempo 
total de operación (min), Q es el caudal que circula por la 
columna (mL/min), qtotal es la capacidad máxima de la co-
lumna (mg), Ci es la concentración inicial de metal (mg/L), 
CR es la concentración de metal retenido (mg/L), mtotal es 
la cantidad total de metal que pasa por la columna (mg), 
% R es el porcentaje total de metal retenido durante la 
operación de la columna (%), qe es la capacidad de bio-
sorción (mg de metal sorbido/g de sorbente), w es la masa 
de biosorbente (g), y Ce es la concentración de equilibrio 
del metal (mg/L). 
Como se ha comentado anteriormente, el diseño de una 
columna de biosorción requiere, fundamentalmente, co-
nocer el perfil concentración-tiempo. Desarrollar un mo-
delo que describa dicho perfil es, en la mayor parte de 
los casos, difícil ya que la concentración de metal en el 
líquido que se desplaza a través del lecho va cambiando 
y, por tanto, el proceso no opera en estado estacionario. 
Las ecuaciones fundamentales para una columna de le-
cho fijo dependen del mecanismo responsable del proce-
so (transferencia de materia desde el líquido a la superficie 
del sólido, difusión y/o reacción en la superficie del sólido) 
e incluyen, balances de materia entre el sólido y el fluido y 
para el soluto retenido, velocidad del proceso, etc. Todas 
estas ecuaciones suelen ser complejas y requieren de un 
método numérico riguroso para su resolución, por lo que 
han sido desarrollados varios modelos más simples que 
pueden predecir el comportamiento del proceso de bio-
sorción en columna.
A continuación se describen los modelos que se han se-
leccionado para este trabajo, atendiendo, fundamental-
mente, a las condiciones de aplicación de cada uno de 
ellos y a su utilización para el estudio de los procesos de 
biosorción en columna por la mayoría de los investigado-
res.
2.5.1. Modelo de Adams-Bohart
La ecuación fundamental que describe la relación entre C/
Ci y t en un sistema continuo fue establecida por Bohart y 
Adams en 1920 (11) y, aunque originalmente fue aplicada a 
un sistema gas-sólido, ha sido ampliamente utilizada para 
describir y cuantificar otro tipo de sistemas. Este modelo 
supone que la velocidad de sorción es proporcional a la 
capacidad residual del sólido y a la concentración de la 
especie retenida y es usado para describir la parte inicial 
de la curva de ruptura. Este modelo viene descrito por la 
siguiente ecuación: 
    (7)
Donde kAB es la constante cinética (L/mg∙min), N0 es la ca-
pacidad de sorción volumétrica máxima (mg/L), C es la 
concentración de soluto en la fase líquida (mg/L), ν es la 
velocidad de flujo lineal (cm/min), y Z es la altura de relleno 
en la columna (cm).
2.5.2. Modelo de Thomas
El modelo de Thomas (12) es uno de los más generales y 
utilizados para describir el comportamiento del proceso 
de biosorción en columnas de lecho fijo. Su principal limi-
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tación es que su derivación está basada en una cinética 
de segundo orden y considera que la biosorción no está 
limitada por la reacción química sino que está controlada 
por la transferencia de materia en la interfase. Esta discre-
pancia puede conducir a errores cuando este método es 
utilizado para modelar procesos de biosorción en determi-
nadas condiciones (13).
El modelo de Thomas viene representado por la siguiente 
expresión (14)
    (8)
Donde kTh es la constante de velocidad de Thomas (mL/
min∙mg) y q0 es la máxima concentración de soluto en la 
fase sólida (mg/g).
2.5.3. Modelo de Yoon-Nelson
Yoon y Nelson (15) desarrollaron un modelo relativamen-
te simple dirigido a la adsorción de vapores o gases en 
carbón activo. Este modelo asume que la velocidad con 
la que disminuye la probabilidad de adsorción para cada 
molécula de adsorbato es proporcional a la probabilidad 
de adsorción del adsorbato y a la probabilidad de que no 
se adsorba sobre el adsorbente. El modelo de Yoon y Nel-
son, además de ser menos complejo que otros, no requie-
re datos relativos a las características del adsorbato, el 
tipo de adsorbente o las propiedades físicas del lecho. La 
ecuación que representa este modelo es,
    (9)
Donde kYN es la constante de proporcionalidad the Yoon-
Nelson (min-1) y τ es el tiempo requerido para retener el 
50% del adsorbato inicial (min).
Hay que indicar que la ecuación del modelo de Yoon y 
Nelson es matemáticamente análoga a la ecuación que 
representa el modelo de Thomas (ecuación 8).
2.5.4.Modelo Dosis-Respuesta
Este modelo, que ha sido comúnmente utilizado en farma-
cología para describir diferentes tipos de procesos, está 
siendo empleado en la actualidad para los describir los 
procesos de biosorción en columna (16,17).
La ecuación general que representa este modelo es la si-
guiente
    (10)
donde X e Y representan la dosis y la respuesta en térmi-
nos de porcentaje de la máxima respuesta posible, res-
pectivamente. El parámetro b0 es la respuesta esperada 
cuando se alcanza la saturación, b1 representa la pendien-
te de la función y b2 indica la concentración a la cual se 
produce la mitad de la respuesta máxima.
Cuando se considera la aplicación de la ecuación 10 al 
estudio de biosorción en columna, Y representaría la rela-
ción de concentraciones, C/Ci, y X el tiempo o volumen de 
líquido que circula por la columna. Por tanto, el parámetro 
b0 es igual a la unidad, ya que el máximo valor de C/Ci es 
1 cuando el tiempo o el volumen tienden a ∞. Con estas 
consideraciones, la ecuación 10 se puede reescribir de la 
siguiente forma,
    (11)
Cuando la retención alcanzada es del 50% la ecuación 12 
puede escribirse como,
    (12)
y por tanto, 
 
   (13)
Como b ≠ 0, Vef(50%) /b = 1 y b = Vef(50%)
De acuerdo con el modelo de Thomas (ecuación 8), puede 
determinarse que Vef(50%) = q0·m/Ci, y, por tanto el modelo 
de Dosis-Respuesta quedaría representado por la siguien-
te ecuación,
    (14)
donde a es la constante del modelo.
Este modelo tiene una importancia relativa ya que descri-
be, normalmente, la curva completa de ruptura con gran 
exactitud. Sin embargo, es difícil relacionar el parámetro 
empírico “a” con las condiciones experimentales, por lo 
que resulta prácticamente imposible la realización de un 
cambio de escala del sistema (16). 
3. DISCUSIÓN DE RESULTADOS
3.1. Biosorción de Cu (II) en columna de lecho fijo
En primer lugar, se ha analizado la influencia de tres de 
los principales parámetros de operación en el proceso de 
biosorción de Cu (II) utilizando corteza de pino en columna 
de relleno. Los parámetros estudiados han sido el caudal 
de alimentación a la columna, la concentración de inicial 
de metal y la altura de relleno (o masa de biosorbente), 
manteniendo el resto de parámetros de operación cons-
tantes (pH=5, Temperatura=298 K y tiempo de contacto= 
260 min)
3.1.1. Influencia del caudal de alimentación
Para analizar la influencia del caudal de alimentación a la 
columna, se han fijado el resto de parámetros de opera-
ción, de acuerdo con lo obtenido en los estudios realiza-
dos en discontinuo y los datos consultados en bibliografía 
(18): concentración inicial de Cu (II), 40 mg/L; pH, 5; tiem-
po de contacto, 260 min y masa de biosorbente, 2,5 g 
(equivalente a 4,4 cm de altura de relleno). Hay que indicar 
que, para todos los experimentos que se han realizado en 
columna, el tiempo cero se ha asignado a la salida de la 
misma en la toma de muestras, con objeto de que todos 
los experimentos tuvieran el mismo punto de referencia. 
Sin embargo, habría que tener en cuenta que el tiempo 
que tarda el fluido en atravesar inicialmente la columna es 
distinto y además varía en función del caudal y de la altura 
de relleno empleados.
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Figura 1: Influencia del caudal de alimentación en 
la biosorción de Cu (II) sobre corteza de pino ([Cu 
(II)] = 40 mg/L, m= 5 g, t= 260 min, T= 298K).
En la Figura 1 se han representado los resultados obteni-
dos para tres caudales de alimentación, 2, 4 y 6 mL/min.
Se observa cómo, a medida que disminuye el caudal au-
menta la retención de Cu (II) alcanzándose la saturación en 
la columna únicamente para un caudal de 6 mL/min. Por 
otra parte, el tiempo de servicio o ruptura (si se conside-
ra que se alcanza cuando la concentración en el efluente 
tiene un valor entre 1 y 2 mg/L), aumenta a medida que 
disminuye el caudal, encontrándose que para los caudales 
de 2 y 4 mL/min prácticamente coincide con el inicio del 
funcionamiento de la columna.
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Figura 2: Influencia del caudal de alimentación en 
la biosorción de Cu (II) sobre corteza de pino ([Cu 
(II)] = 100 mg/L, m= 5 g, t= 260 min, T= 298K).
Con objeto de verificar y comparar estos resultados, se 
han realizado experimentos variando la concentración ini-
cial de cobre y manteniendo el resto de condiciones expe-
rimentales. En la Figura 2 se han representado, a modo de 
ejemplo, los resultados obtenidos cuando la concentra-
ción inicial de Cu (II) es 100 mg/L.
Se observa que, al aumentar la concentración inicial de 
cobre, el comportamiento con respecto a la variación del 
caudal es similar al obtenido con 40 mg/L, aunque desta-
ca especialmente cómo al elevar la concentración inicial 
no se consigue retirar inicialmente todo el cobre presente 
en la disolución. Estos resultados son similares a los en-
contrados por otros investigadores en sistemas de bio-
sorción en columna para diferentes metales pesados y 
utilizando distintos materiales sorbentes (19-21).
Desde el punto de vista de operación de la columna, los 
mejores resultados se obtienen con un caudal de 2 mL/
min ya que se consigue que el tiempo de ruptura sea ma-
yor y, por tanto, se produzca una mayor retención de Cu 
(II).
3.1.2. Influencia de la altura de relleno 
La retención de metales en una columna de lecho fijo 
depende, entre otros factores, de la cantidad de sólido 
biosorbente utilizada, o lo que es lo mismo, de la altura 
de relleno con la que trabaja la columna. Por ello, se ha 
analizado el efecto que la cantidad de sólido (altura de 
relleno) tiene en el proceso de biosorción de Cu (II), para 
lo cual se han realizado experimentos con dos cantidades 
de biosorbente, equivalentes a dos alturas de relleno, 2,5 
g (4,4 cm) y 7,5 g (13,4 cm). De acuerdo con los resultados 
obtenidos anteriormente, se ha seleccionado un caudal de 
2 mL/min y se han mantenido dos concentraciones ini-
ciales de Cu (II), 40 mg/L y 100 mg/L. Los resultados se 
muestran en la Figura 3.
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Figura 3: Influencia de la altura de relleno en la biosorción 
de Cu (II) sobre corteza de pino. (a) [Cu (II)] = 40 mg/L, 
caudal = 2 mL/min, t= 260 min, T= 298 K; (b) [Cu(II)]= 
100 mg/L, caudal= 2 mL/min, t= 260 min, T= 298K.
Se observa que, para las dos concentraciones utilizadas, 
a medida que aumenta la altura de lecho se incrementa 
la cantidad de cobre retirado, lo que también se pone de 
manifiesto si se observa la variación en el tiempo de ser-
vicio que disminuye de forma importante para la altura de 
relleno de 4,4 cm, no llegando a alcanzarse para una con-
centración inicial de 40 mg/L y una altura de 13,4 cm. Por 
otra parte, también se observa que, la saturación de la 
columna no se alcanza con las condiciones experimenta-
les utilizadas.
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3.2. Diseño de experimentos: diseño factorial 23
La Tabla 2 muestra la matriz de experimentos que se ob-
tiene combinando los dos niveles de los tres factores se-
leccionados. Cada fila es un experimento y cada columna 
es un factor estudiado.
Tabla 3: Matriz de estimación del efecto del factor.
R, % qe, mg/g
Promedio 54,611 7,234
X1 -32,329 3,508
X2 -19,196 5,873
X3 35,419 -3,873
X1xX2 3,194 2,053
X1xX3 0,199 0,268
X2xX3 -12,054 -3,408
 Corteza de pino (% retenido)
Efectos estandarizados
+
-
0 2 4 6 8 10
X1xX3
X1xX2
X2xX3
X2
X1
X3
Corteza de pino (qe, mg/g)
Efectos estandarizados
+
-
0 2 4 6 8 10
X1xX3
X1xX2
X2xX3
X1
X3
X2
Figura 4: Diagramas de Pareto para el % de co-
bre retenido y la capacidad de biosorción.
Así mismo, en la Tabla 3 se especifican los efectos cal-
culados de los factores respecto de las dos respuestas 
analizadas. Para el porcentaje retenido de cobre el mayor 
efecto lo presenta la altura de relleno (35,419) y el caudal 
de alimentación (-32,329), lo cual significaría que el paso 
de 4,4 cm a 13,4 cm representa una ganancia de porcen-
taje de cobre retenido importante, mientras que el paso de 
2 mL/min a 6 mL/min representa una pérdida de porcen-
taje de cobre retenido. Para la capacidad de biosorción de 
cobre el mayor efecto lo presenta la concentración inicial 
de cobre, siendo este efecto un efecto positivo (5,873).
Para evaluar el significado estadístico de los factores y la 
interacción entre ellos sobre el porcentaje de cobre rete-
nido en el biosorbente y la capacidad de biosorción de 
cobre, se analiza también el diagrama de Pareto que se 
construye representando los efectos en la ordenada de 
mayor de menor y en abscisas el valor absoluto de cada 
efecto (Figura 4). Este diagrama consiste esencialmente en 
un histograma que ayuda a la clasificación de los elemen-
tos o factores que intervienen en el proceso por su orden 
de importancia. Se observa que todos los factores tuvie-
ron efectos estadísticos significativos (P=0,05). En cuanto 
a las interacciones, la interacción caudal de alimentación y 
altura del lecho no tiene un efecto significativo en el proce-
so de biosorción de cobre. Se puede ratificar también que 
el caudal de alimentación a la columna (efecto negativo) 
y la altura del lecho (efecto positivo) son los factores con 
mayor influencia en el porcentaje de cobre retenido tal y 
como lo reportaron Hasan y col. (7,22), en sus respectivos 
trabajos de biosorción, mientras que el factor que más in-
fluye en la capacidad de biosorción es la concentración de 
cobre a la entrada a la columna (efecto positivo), seguido 
de la altura del lecho de biosorbente o cantidad de biosor-
bente empaquetado en la columna (efecto negativo).
Corteza de pino (% retenido)
%
 r
et
en
id
o
X1
-1,0 1,0
X2
-1,0 1,0
X3
-1,0 1,0
35
45
55
65
75
Corteza de pino (qe, mg/g)
q
e,
 m
g
/g
X1
-1,0 1,0
X2
-1,0 1,0
X3
-1,0 1,0
4
6
8
10
Figura 5: Diagrama de efectos principales en el % 
de cobre retenido y la capacidad de biosorción.
Por otra parte, en la Figura 5 se presentan las gráficas de 
los efectos principales, en ellas se confirman los resulta-
dos obtenidos con los diagramas de Pareto. Esta figura 
permite conocer rápidamente el cambio en la eficiencia de 
retención de cobre y en la capacidad de biosorción al mo-
verse en el intervalo de cada variable. En cada gráfico el 
factor de que se trate varía del nivel inferior (-1,0) al supe-
rior (+1,0), mientras los otros factores se mantienen cons-
Tabla 2: Diseño factorial completo 23 y plan de experimentación. Respuestas de las variables estudiadas.
Nº
Valores codificados Plan de experimentación RespuestasExperimental 
X1 X2 X3
Caudal volumé-
trico, mL/min
Concentración inicial 
de Cu(II), mg/L
Altura del 
lecho, cm qe, mg/g % R
1 -1 -1 -1 2 40 4,4 4,94 63,94
2 +1 -1 -1 6 40 4,4 4,12 16,92
3 -1 +1 -1 2 100 4,4 10,16 42,39
4 +1 +1 -1 6 100 4,4 17,46 24,27
5 -1 -1 +1 2 40 13,4 2,20 100
6 +1 -1 +1 6 40 13,4 5,93 75,89
7 -1 +1 +1 2 100 13,4 4,62 76,77
8 +1 +1 +1 6 100 13,4 8,44 36,62
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tantes en su valor medio. Algunos factores dan rectas con 
pendiente negativa, es decir se mejora la respuesta si el 
factor se mantiene en nivel bajo (-1,0), así, por ejemplo, al 
aumentar el caudal de alimentación y la concentración de 
cobre disminuye el porcentaje de cobre retenido, mientras 
que al aumentar la altura del lecho aumenta dicho por-
centaje (recta con pendiente positiva). De modo inverso 
al aumentar el caudal de alimentación a la columna y la 
concentración inicial del metal aumenta la capacidad de 
biosorción de cobre de la columna mientras que al aumen-
tar la altura del lecho ésta disminuye.
3.2.1. Cálculos estadísticos sobre el modelo
El modelo matemático indica la relación que existe entre 
la variable respuesta y las principales fuentes de variación 
identificadas. El modelo más habitual es el modelo lineal:
    
(15)
En este modelo la respuesta (Y) viene dada por una com-
binación lineal de términos que representan las principales 
fuentes de variación planificada más un término residual 
debido a las fuentes de variación no planificada.
La Tabla 4 muestra los resultados del ajuste a un modelo 
de regresión lineal múltiple para describir la relación entre 
las variables respuesta, % R y qe, mg/g y las variables in-
dependientes consideradas. 
La salida muestra los resultados del ajuste a un modelo de 
regresión lineal múltiple para describir la relación entre % 
R y qe, mg/g y 6 variables independientes. Las ecuaciones 
del modelo ajustado para la corteza de pino son:
% R = 54,611-16,164∙X1-9,598∙X2 + 17,709∙X3 +1,597∙X1∙X2- 
6,027∙X2∙X3 + 0,099∙X1∙X3
qe, mg/g= 7,234 +1,754∙X1 + 2,936∙X2 - 1,936∙X3 
+1,026∙X1∙X2- 1,704∙X2∙X3 + 0,134∙X1∙X3
Dado que el p-valor en las tablas en la mayoría de los casos 
es inferior a 0,05; existe relación estadísticamente significa-
tiva entre las variables para un nivel de confianza del 95%.
El estadístico R2 indica la variabilidad en la variable res-
puesta que es explicada por el modelo. Por otra parte, 
el estadístico R2 ajustado, que es más conveniente para 
comparar modelos con diferentes números de variables 
independientes, toma los valores de 92,76 y 91,71% para 
el % R y qe respectivamente.
Por último, para decidir la simplificación del modelo, se 
puede tener en cuenta el p-valor más alto en las variables 
independientes y si el p-valor es superior a 0,1, ese tér-
mino no es estadísticamente significativo para un nivel de 
confianza del 90%. Por tanto, dependiendo del nivel de 
confianza con el que quiera trabajar, se puede decidir qui-
tar o no esa variable del modelo. En este caso, las interac-
ciones X1×X2 y X1×X3 son las variables que se podrían 
eliminar del modelo.
3.2.2. Superficies de respuesta
En los gráficos de superficie de respuesta (Figura 6) se han 
combinado los tres factores principales y el valor de la res-
puesta en las combinaciones de los mismos. Se observa 
que para una concentración de cobre dada, la distribución 
de la respuesta (% R) toma un valor máximo al disminuir 
conjuntamente el caudal de alimentación y al aumentar la 
altura del lecho. Sin embargo, si se pretende maximizar 
la capacidad de biosorción de cobre, qe, se observa que 
para un caudal de alimentación a la columna determina-
do, la capacidad de biosorción toma un valor máximo al 
disminuir conjuntamente la altura del lecho y aumentar la 
concentración inicial de cobre de la disolución alimentada 
a la columna.
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Figura 6: Superficie de respuesta para el % de co-
bre retenido en función de las variables X1 y X3 
y para qe en función de las variables X2 y X3.
Tabla 4: Ajuste de las variables respuestas % R y qe a un modelo de regresión lineal múltiple (variables en valores codificados)
Corteza de pino Variable Estimación Estadístico T P-Valor
% R
Constante 54,611 28,935 <0,001
X1 -16,164 -8,565 <0,001
X2 -9,598 -5,086 <0,001
X3 17,709 9,383 <0,001
X1×X2 1,597 0,846 0,419
X2×X3 -6,027 -3,193 0,011
X1×X3 0,099 0,053 0,959
R2 = 95,66 (porcentaje); R2 (ajustado para g.l.) = 92,76 (porcentaje); Error estándar de la estimación = 7,549
qe, mg/g
Constante 7,234 21,529 <0,001
X1 1,754 5,219 <0,001
X2 2,936 8,739 <0,001
X3 -1,936 -5,763 <0,001
X1×X2 1,026 3,054 0,014
X2×X3 -1,704 -5,071 <0,001
X1×X3 0,134 0,398 0,700
R2 = 95,03 (porcentaje); R2 (ajustado para g.l.) = 91,71 (porcentaje); Error estándar de la estimación = 1,344
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3.2.3. Optimización
Con el fin de optimizar el proceso de biosorción de co-
bre mediante corteza de pino, en la Tabla 5 se muestra 
la combinación de niveles de factores que aumentan al 
máximo el porcentaje retenido de cobre y la capacidad de 
biosorción en la región indicada. También muestra la com-
binación de los factores en la que se logra la optimización 
simultánea de ambas respuestas (% R y qe). 
Se observa como el óptimo de capacidad de biosorción 
de cobre se alcanza cuando se trabaja con mayor valor de 
concentración inicial de cobre y de caudal de alimentación 
y la menor altura de lecho de biosorbente (o cantidad de 
biosorbente) y que ésta aumenta al elevar la concentra-
ción inicial de cobre y el caudal, disminuyendo, sin em-
bargo, con la cantidad de biosorbente utilizada. Por otra 
parte, el óptimo de porcentaje de cobre retenido se obtie-
ne a la concentración de cobre más baja y el caudal de ali-
mentación más bajo y la mayor altura de lecho estudiada. 
Este efecto contrario puede ser atribuido a la mayor rela-
ción másica biosorbente/adsorbato existente al aumentar 
la cantidad de biosorbente utilizado y por tanto al mayor 
número de grupos activos presentes lo que se traduce en 
un mayor porcentaje de cobre retenido. También se debe 
a la mayor saturación de los grupos activos al aumentar la 
concentración inicial de cobre y el caudal volumétrico de 
alimentación y con ello la cantidad total de cobre que pasa 
por la columna.
Tabla 5: Combinación de los facto-
res para la optimización del proceso.
Corteza 
de pino
Respuesta % R qe, mg/g
% R y qe
simultáneamente
% R 100 --- 48,00
qe, mg/g --- 17,46 11,16
Factor Valores codificados de las variables
X1 -1 +1 -1
X2 -1 +1 +1
X3 +1 -1 -1
3.3. Curvas de ruptura: ajuste de modelos y determina-
ción de parámetros cinéticos
Con objeto de obtener la curva de ruptura para la biosor-
ción de Cu (II), se han realizado experimentos seleccio-
nando las condiciones de operación de acuerdo a los re-
sultados obtenidos en el diseño de experimentos, es decir, 
se han elegido los valores de los parámetros operaciona-
les que hacen óptimo el valor del porcentaje retenido (cau-
dal = 2 mL/min, Ci = 40 mg/L y masa de biosorbente = 7,5 
g (altura de relleno = 13,4 cm)) y los que hacen óptima la 
capacidad de retención de cobre (caudal = 6 mL/min, Ci = 
100 mg/L y masa de biosorbente = 2,5 g (altura de relleno 
= 4,4 cm). También, se han incluido los resultados obteni-
dos para las siguientes condiciones experimentales (cau-
dal = 6 mL/min, Ci = 100 mg/L y masa de biosorbente = 
15 g (altura de relleno= 13,4 cm)) con objeto de poder ver 
mejor los tiempos de saturación y, en algunos casos, ob-
tener prácticamente completa la curva de ruptura. Todos 
los experimentos han sido realizados a una temperatura 
constante de 298 K y pH = 5. El tiempo de saturación se 
ha elegido cuando C/Ci es superior a 0,9, como es usual 
en este tipo de investigación. Los resultados obtenidos, se 
muestran en la Figura 7.
A partir de estos resultados se han obtenido los paráme-
tros más significativos de la curva de ruptura de acuerdo 
con las ecuaciones 1 a 6, y que se muestran en la Tabla 6.
Si se comparan los datos de la tabla se confirma lo obte-
nido en el estudio realizado en el diseño experimental. Así, 
en el primer caso, el valor del porcentaje retirado es del 
100 %, mientras que el valor de la capacidad de retención 
es muy bajo, 2,2 mg/g. En el segundo caso, los valores 
del porcentaje de cobre retenido son bajos (inferiores al 
30 %), sin embargo, la capacidad de retención presenta 
el valor más elevado (17,46 mg/g). Por último, al aumentar 
la altura de relleno manteniendo el caudal y la concentra-
ción inicial de cobre para los mismos valores anteriores 
se tiene un efecto negativo en la capacidad de retención, 
disminuyendo prácticamente a la mitad (de 17,46 a 8,44 
mg/g), mientras que el porcentaje de cobre retenido me-
jora ligeramente. 
En cuanto a los tiempos de ruptura y saturación se obser-
va que, en los dos primeros ensayos realizados no se al-
canza ninguno de los dos en el tiempo de funcionamiento 
de la columna. En el tercer ensayo realizado se ha obteni-
do la curva de ruptura prácticamente completa. 
Las curvas de ruptura que se muestran en las Figuras 7b y 
7c (Q= 6 mL/min; Ci = 100 mg/L y altura de relleno = 4,4 cm 
y 13,4 cm, respectivamente) se han ajustado mediante re-
gresión no lineal a los modelos anteriormente indicados ob-
teniéndose los resultados que se comentan a continuación.
Tabla 6: Parámetros de la curva de ruptura para la corteza de 
pino en las diferentes condiciones experimentales estudiadas.
Vef, mL
qtotal, 
mg mtotal, mg % R
qe, 
mg/g
Ce, , 
mg/L
tb, 
min
tex, 
min
Figura 7a 520 18,72 18,72 100,00 2,20 0 -- --
Figura 7b 1560 43,64 179,77 24,27 17,46 87,26 -- --
Figura 7c 1560 58,37 159,87 36,62 8,44 65,06 1 260
3.3.1 Modelo de Adams-Bohart
Como se ha indicado anteriormente, este modelo es usa-
do fundamentalmente para describir la parte inicial de la 
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Figura 7: Curva de ruptura para la biosorción de Cu(II) mediante corteza de pino. (a) [Cu (II)] = 40 mg/L, cau-
dal = 2 mL/min, m=15 g, t= 260 min, T= 298K; (b)[Cu (II)] = 100 mg/L, caudal = 6 mL/min, m=5 g, t= 260 
min, T= 298K; (c) [Cu (II)] = 100 mg/L, caudal = 6 mL/min, m=15 g, t= 260 min, T= 298K).
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curva de ruptura. A partir de la ecuación 7 y mediante re-
gresión no lineal se han obtenido los parámetros del mo-
delo y de ajuste que se muestran en la Tabla 7 para cada 
una de las alturas de relleno utilizadas.
El modelo de Adams-Bohart reproduce de forma acepta-
ble la parte inicial de la curva de ruptura, especialmente 
cuando la altura de relleno es de 13,4 cm. La capacidad de 
sorción volumétrica, N0, disminuye al aumentar la altura de 
relleno, mientras que la constante cinética, kAB, aumenta 
lo que indica que el proceso de biosorción de produce 
de forma más rápida. Estos resultados son similares a los 
obtenidos por otros investigadores (23-25).
Tabla 7: Parámetros estimados para los modelos de Adams-
Bohart, Thomas, Yoon-Nelson y Dosis-respuesta para el 
proceso de biosorción de Cu(II) mediante corteza de pino.
Modelo de Adams-Bohart
Figura Z, cm kAB, L/mg∙min
N0, 
mg/L r
2
7b 4,4 3,13 ·10-4 3685,8 0,857 0,0206
7c 13,4 5,59 ·10-4 1444,6 0,992 0,0002
Modelo de Thomas
Figura Z, cm KTh, mL/mg∙min
q0, 
mg/g r
2
7b 4,4 0,0929 1,760 0,622 0,270
7c 13,4 0,171 6,580 0,911 0,156
Modelo de Yoon-Nelson
Figura Z, cm KYN, mL/mg∙min τcal, min
τexp, 
min r
2
7b 4,4 0,0107 6,4 10 0,622 0,270
7c 13,4 0,0175 80,3 70 0,911 0,156
ModeloDosis-respuesta
Figura Z, cm q0, mg/g a r
2
7b 4,4 4,157 0,669 0,954 0,0328
7c 13,4 5,261 1,417 0.997 0,0052
 
3.3.2. Modelo de Thomas 
El modelo de Thomas no reproduce de forma aceptable 
los resultados experimentales, como se pone de mani-
fiesto por los bajos valores de r2 obtenidos. Además, si 
se comparan los valores de la máxima concentración de 
soluto en la fase sólida, q0, con los resultados experimen-
tales (Tabla 7), se observa que son bastantes inferiores a 
éstos. Los resultados encontrados con la aplicación del 
modelo de Thomas por otros investigadores son muy di-
versos. Así, Vázquez et al. (26) estudiando la optimización 
de la biosorción de plomo, cobre y zinc con cáscara de 
castaña indican que el modelo de Thomas no reproduce 
de forma aceptable la curva de ruptura, encontrándose di-
ferencias entre los valores de la capacidad de retención 
obtenidos de forma experimental y los calculados con el 
modelo. Han et al. (24) estudian la adsorción de cobre en 
columna de lecho fijo utilizando una zeolita recubierta de 
óxido de hierro e indican que el modelo de Thomas repro-
duce la curva de ruptura obteniéndose que los valores de 
q0 son prácticamente independientes de la altura de lecho 
utilizado, aunque diferentes a los obtenidos de forma ex-
perimental.
3.3.3. Modelo de Yoon-Nelson
Este modelo al ser matemáticamente igual al de Thomas, 
ha dado lugar a los mismos resultados de ajuste, por tan-
to, no reproduce de forma aceptable las curvas de ruptura. 
No obstante, los valores del tiempo requerido para retener 
el 50 % del metal inicial, τ, son del mismo orden de magni-
tud que los obtenidos experimentalmente, lo que coincide 
con lo encontrado por diversos investigadores estudiando 
diferentes sistemas bisorbente-metal en columna de re-
lleno (27,28).
3.3.4. Modelo de Dosis-Respuesta
Los resultados muestran que este modelo reproduce de 
forma aceptable las curvas de ruptura para las dos altu-
ras de relleno utilizadas (valores de r2> 0.90). Sin embargo, 
los valores de la capacidad de retención, q0, no coinciden 
con los resultados experimentales, resultando bastante 
inferiores. Sin embargo, si se comparan los valores de la 
cantidad total de cobre retenida determinada experimen-
talmente (43,64 y 58,37 mg para una altura de relleno de 
4,4 y 13,4 cm, respectivamente) y la obtenida a partir del 
ajuste del modelo (43,71 y 58,33 mg para una altura de 
relleno de 4,4 y 13,4 cm, respectivamente), se observa 
que los resultados son prácticamente coincidentes, lo 
que confirma la reproducibilidad de la curva de ruptura 
con este modelo. No obstante, como se han indicado an-
teriormente, este modelo reproduce en general bastante 
bien las curvas de ruptura completas, pero, en algunos 
casos, es difícil relacionar los parámetros de ajuste con 
las condiciones de operación, por lo que es de poca uti-
lidad para modelar el comportamiento de la columna y, 
por tanto, para la realización de un escalado de la misma. 
Estos resultados son similares a los obtenidos por otros 
investigadores (29,30).
4. CONCLUSIONES
La corteza de pino presenta una buena capacidad de 
biosorción de Cu (II), por lo que podría ser indicado para 
su uso como biosorbente en procesos de depuración de 
efluentes acuosos. Los estudios realizados han mostrado 
que el caudal de alimentación, la concentración inicial de 
metal y la altura de relleno son tres parámetros que influ-
yen de forma importante en el proceso de biosorción. En 
este sentido, la optimización realizada mediante el dise-
ño de experimentos ha demostrado que el parámetro que 
más afecta a la capacidad de biosorción de la corteza de 
pino es la concentración inicial de cobre, mientras que el 
parámetro que más influye en el porcentaje de cobre reti-
rado es la altura de relleno, ambos con un efecto positivo. 
Los resultados obtenidos mostraron un valor máximo para 
la capacidad de biosorción de 17,46 mg/g, en unas condi-
ciones de operación de 100 mg/L de concentración inicial 
de Cu (II), un caudal de 6 mL/min y una altura de relleno 
de 4,4 cm. Sin embargo, el valor máximo del porcentaje de 
cobre retirado, un 100% se obtuvo para unas condiciones 
de operación de 40 mg/L de concentración inicial de Cu 
(II), un caudal de 2 mL/min y una altura de relleno de 13,4 
cm. El ajuste de las curvas de ruptura a diferentes mode-
los mostraron que el modelo de Adams-Bohart reproduce 
de forma aceptable la parte inicial de la curva de ruptura, 
mientras que el modelo Dosis-Respuesta es el que mejor 
reproduce la curva de ruptura completa, aunque existen 
diferencias entre la capacidad de biosorción encontrada 
con el modelo y los resultados obtenidos experimental-
mente.
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